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RESUMEN: El propésito de la investigacion es valorar el razonamiento,
de un grupo de profesores de matematicas de Chile y un grupo de alumnos
del master de profesor de secundaria, sobre la garantia de la exactitud o no
de varias construcciones geométricas de un pentdgono regular inscrito en una
circunferencia. El analisis de datos permite observar que, en general, no se
utilizan los procedimientos de construccion para razonar sobre la exactitud
y rigor de la construccién. En cambio, se dan justificaciones basada en
percepciones sensoriales, recuerdos o se utilizan procedimientos aritméticos
que no llegan a coordinarse con la visualizacién del proceso de construccién
y la propia construccién.
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FROM VISUALIZATION TO DEMOSTRATION

ABSTRACT: The purpose of this research is to assess the reasoning of a group
of Chilean mathematics teachers and a group of students of a “High School
Teacher” master’s degree, about the assurance of the accuracy, or not, of some
geometric constructions of a regular pentagon inscribed in a circumference.
Data analysis reveals that, in general, they do not use the construction
procedures to argue about the accuracy and rigor of the construction. Instead
of it, they give justifications based on sensory perceptions, memories or they
use arithmetic procedures that fail to coordinate with the visualization of the
construction process and geometric construction itself.
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MARCOS TEORICOS

Interpretando a Schoenfeld (2010), consideramos que el conocimiento matemati-
co de una persona es la informacién que tiene y que puede utilizar para resolver pro-
blemas y tareas matematicas. Seglin este autor, este conocimiento no tiene por qué
manifestarse como correcto, ya que, en mdltiples casos, se producen razonamientos
incorrectos que conducen a soluciones erréneas.

Hay varios modelos que caracterizan el conocimiento matematico de los profeso-
res. El primero que consideramos fue creado por Shulman (1986) y consta de tres com-
ponentes: Subject Matter Knowledge (SMK), Pedagogical Content Knowledge (PCK) y
Curricular Knowledge (CK). El conocimiento de contenido matematico (SMK), hace
referencia a la cantidad y a la organizacion del conocimiento matematico en la men-
te del profesor (Shulman, 1986). El conocimiento pedagégico (PCK) hace referencia a
toda la fenomenologia didactica que permite la ensefianza-aprendizaje del conteni-
do matemadtico a través de la comunicacion en el aula. Finalmente, el conocimiento
curricular (CK) se refiere a la interpretacion del contenido matematico del curriculo.

En la investigacion que nos ocupa, tiene especial relevancia el SMK, conocimien-
to que, desde la perspectiva profesional, ha despertado mucho interés en los Gltimos
afios, dando lugar a numerosos modelos de conceptualizacién. Asi, Ball, Thames y
Phelps (2008) propusieron el modelo Content Knowledge for Teaching (MKT) que
distingue tres categorias dentro del conocimiento matematico que deben tener los
profesores de matematicas: Common Content Knowledge (CCK), que es el conoci-
miento matematico que ha alcanzado cualquier persona y, en relacién a la profesion
de profesor, el conocimiento que necesita saber el profesor para ensefar, justificar,
relacionar y utilizar el contenido que ensefa; Specialized Content Knowledge, que
hace referencia a los conocimientos y habilidades didacticas que debe tener un pro-
fesor para transmitir el contenido matematico y promover su aprendizaje; Horizont
Content Knowledge (HCK), que, aunque es dificil de precisar (Jakobsen, Thames y Ri-
beiro, 2013), se podria entender como las conexiones que se pueden establecer entre
el contenido matematico y la interpretacion de estas conexiones desde un puntos de
vista curricular: interpretando el curriculo de forma horizontal (en cada curso) y ver-
tical (entre los distintos cursos) y entre distintas dreas de la matematica. Ball, Thames
y Phelps (2008) consideran que el conocimiento de contenido curricular forma parte
del conocimiento del contenido pedagdgico, conocimiento necesario para el ejerci-
cio de la profesién de profesor. Este conocimiento tiene menor influencia en nuestra
investigacion, por tanto, no lo analizamos.

Con el referente de este marco tedrico, y la matematica asociada al pentagono
regular (que aparte de que en 6° de Educacién Primaria se ensefian los poligonos re-
gulares, el contenido elemental también esta incluido en 2° y 3° Ensefianza Secun-
daria. También esta asociado a la proporcion durea, a giros, a simetrias y a las raices
de nlimeros complejos), queremos establecer qué conocimientos matematicos poseen
los individuos de la muestra, qué conocimientos y habilidades profesionales tienen, y
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qué conexiones pueden establecer. En concreto, formulamos las siguientes preguntas
de investigacion: ;Forma parte del conocimiento comin del profesorado el contenido
matematico asociado al pentagono regular? ;Esta especializado el profesorado en el co-
nocimiento de este contenido? ;Como es el horizonte de su conocimiento en relacién
a este contenido?

Por otra parte, Duval (1995) considera que el procedimiento de construccion
geométrica de los objetos geométricos es muy Util para observar propiedades de es-
tos objetos y establecer relaciones entre los elementos que los configuran. Asimismo,
considera que los razonamientos analiticos relativos a estas interpretaciones (propie-
dades y relaciones) se deben producir asociados al procedimiento de construccién
de la representacion gréfica. Es decir, jse puede llegar a producir una coordinacién
entre la representacién grafica y aritmética o algebraica a través del procedimiento
de construccion del objeto geométrico? Sin embargo, Duval (1995) indica que esta
coordinacion, esta lejos de ser adquirida por los alumnos universitarios.

El desarrollo de esta coordinacién esta relacionado con la visualizacién, concepto
ampliamente tratado por diversos autores, entre los que destacamos a Presmeg (1997,
2006) y a Fernandez (2013). Sin embargo, en este trabajo seguimos a de Guzman (1996:
3), quien afirma que visualizacién es “una interpretacion de lo que se presenta a nues-
tra contemplacion que solamente podremos realizar eficazmente si hemos aprendido
a leer adecuadamente el tipo de comunicacién que la sustenta”. Es decir, tienen que
saber interpretar el contenido matematico asociado a la percepcion visual de la figura
representada. Atendiendo a las ideas de Duval y de Guzman, nos preguntamos si estos
profesores y estos alumnos del master de Educacién Secundaria habran adquirido esta
coordinacién y si se produciran visualizaciones en el sentido que sefala de Guzman.

Las preguntas que se han planteado, fundamentadas en el marco teérico, orien-
tan el desarrollo de la investigacion, y las reflexiones sobre las ideas de Duval y de
Guzman sobre la interpretacion de los objetos geométricos y su procedimiento de
construccion, permiten plantear los siguientes objetivos de investigacion:

O1. Averiguar si el contenido matemdtico asociado al pentagono regular forma

parte del conocimiento comun del profesorado.
El Conocimiento Especializado del Contenido (SCK) es el conocimiento ne-
cesario para transmitir el contenido matematico en un contexto de ensefianza
(por ejemplo, eleccién de representaciones y su secuenciacion, mostrar los
usos del contenido, ejemplificar procedimientos...). En relacion a esta inves-
tigacion consideramos que este conocimiento también abarca la coordina-
cién entre las representaciones grafica y aritmética. Por tanto, formulamos el
segundo objetivo:

O2. Detectar si los individuos de la muestra han adquirido la coordinacién entre
la representacion grafica y numérica del procedimiento de construccién del
pentagono regular.

El Conocimiento en el Horizonte Matematico, o relaciones en el contenido
matemdtico curricular, orienta el tercer objetivo de la investigacion:

O3. Indagar si los individuos de la muestra saben establecer conexiones entre el
pentagono regular y otros conceptos matematicos relacionados con él.
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ANTECEDENTES

Aunque no se han encontrado unos antecedentes cercanos o directamente rela-
cionados con los objetivos que dirigen esta investigacion, en este apartado recoge-
mos algunos estudios relativos al pentagono regular.

Pritchard (2013) estudia la presencia de la sucesién de Fibonacci en el pentagono
regular; Presmeg (2011) utiliza la geometria dindmica para analizar el pentagono
regular; Eisenmann, Kopka, Ondrusova y Pribyl (2013) abordan la resolucién de pro-
blemas; Miles y Pritchard (2009) analizan el contenido trigonométrico asociado al
pentagono regular; finalmente, Bataille (2009) y Hofstetter (2013) se centran especi-
ficamente en métodos de construccién del pentagono regular.

Como se verd mas adelante, en esta investigacion se presentan tres procedimientos
de construccién del pentagono regular, aparecen relaciones métricas y trigonométri-
cas relativas este poligono, se plantean tareas que pueden considerarse problemas vy,
también, se utiliza un software dinamico para interpretar al pentagono regular y su
procedimiento de construccién. Sin embargo, la orientacion de esta investigacion es
muy distinta a la de los estudios resefados.

METODOLOGIA

Se utiliza una muestra formada por dos grupos de individuos. El grupo 1 lo for-
man 29 profesores chilenos de Educacion Secundaria que hicieron una Pasantia de
Matematicas (se codifican Pmn) en la Universidad de Salamanca durante el curso
2013-2014. El grupo 2 lo forman 12 alumnos del Master de Profesor de Ensehanza
Secundaria de la especialidad de Matemdticas (3 arquitectos, 4 ingenieros y 5 mate-
maticos), realizado en la Universidad de Valladolid durante el curso 2013-2014, (se
codifican Ahk).

Se trata de una investigacion cualitativa y, por tanto, no pretende que las conclu-
siones sean extrapoladas a las poblaciones de las muestras (Profesorado de Educa-
cién Secundaria de Chile y alumnos del Méster de Educacion Secundaria).

Se realizan dos experimentaciones, es decir, se recogen datos de ambos grupos,
pero en dos momentos diferentes. Para recoger los datos, se pasé en ambos grupos
un test artesanal de siete items de respuesta abierta, relativos a las tres construcciones
geométricas del pentdgono regular que se presentaron. La correccién se realizé de
forma artesanal interpretativa con el referente del marco teérico que aportan los con-
tenidos matemdticos asociados al pentagono regular. Los datos se agrupan por afini-
dad y se presenta una discusién interpretativa de los mismos por bloques de afinidad.

En la docencia de ambos grupos, se construyeron con GeoGebra las tres construc-
ciones geométricas que aparecen en el test, pero no se dio respuesta a las preguntas
asociadas.

Todos los participantes cumplimentaron el test como tareas de los respectivos
cursos de formacion vy las realizaron fuera del horario lectivo.

Para presentar los datos y su analisis, en primer lugar, se muestra el enunciado de
la pregunta; en segundo lugar, el andlisis de datos del grupo 1y, en tercer lugar, el
analisis de datos del grupo 2.
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El grupo 1 contestd al test trabajando principalmente por grupos, por lo que se
disponen de 19 respuestas diferentes. Fstas fueron remitidas por correo electrénico.
Las respuestas de estos alumnos se codifican por PMN, donde M=0, 1 yN=0, 1, 2,...,
9. Los miembros del grupo 2 trabajaron de forma individual, por lo que se disponen
de 12 respuestas, que se presentaron en papel. Estas se codifican por ARS, con R=0,
1yS=0,1,2,..,9.

ANALISIS DE DATOS

En lo que sigue, se presenta el andlisis de los datos obtenidos a través del cues-
tionario, de los dos grupos que configuran la muestra, y se ejemplifica alguno de los
datos mediante el escaneo de alguna respuesta.

Pregunta 1

Definicién. Un poligono es regular si tiene sus lados y sus angulos iguales.
Se ha construido el pentagono de la figura 1 asi:

Figura 1. Construccion 1 del pentagono regular

<8

Se dibuja la circunferencia de centro O y radio OA=OR=1.

Se dibuja el punto medio, M, de OR.

La circunferencia de centro M y radio MA corta al didmetro QR en H..

AH, es la longitud del lado del pentdgono inscrito.

Las intersecciones B y E de la circunferencia de partida con la circunferencia
de centro A y radio AH, son dos vértices del pentagono regular.

f) El pentagono se completa trazado sucesivos arcos de radio AB con centros
en B, para obtener C, en C para obtener D, en D para obtener E (que pre-
sumiblemente coincidiria con el punto ya dibujado), y uniendo los vértices
consecutivos.

ooz e

a@
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Pregunta 1

Explica si se ha establecido que los angulos centrales son iguales.

El objetivo de este item es averiguar si los PPC y los AMM se dan cuenta de que
en ningln paso de la construccién geométrica de la figura 1 se ha establecido la
igualdad de los dngulos centrales.

Respuesta: No se tiene seguridad de que los angulos centrales sean iguales, pues
aunque la construccién ofrece lados iguales, la construccion no asegura que no pu-
diera haber un solapamiento o un hueco en el vértice E (el arco de centro D y radio
AB, en principio, no tendria por qué cortar a la circunferencia dada en E).

Analisis de datos grupo 1: No se produce ninguna respuesta correcta.

Justificaciones de las respuestas de los alumnos de la pasantia

El pasante POT no escribe justificacion alguna y el P26, basandose en una per-
cepcion visual, razona de forma incorrecta y realiza afirmaciones sin sentido
que no justifican nada. Si entendemos que el angulo del centro corresponde a
360° dividido por 5 darfa 72°, pero al observar la construccién tenemos que la
relacion entre la diagonal y el lado del pentdgono regular es el nimero aureo.
Por lo tanto no es un angulo exacto (P26).

Respuestas que se basan en visualizaciones:

Hacen una construccion errénea con GeoGebra. Con esta construccion, PO5
observa distinta longitud de lados, y P20 y P27 obtienen angulos interiores
distintos.

Realizan una construccién con GeoGebra y afirman que los dngulos centrales
son iguales, pero no lo justifican.

Una respuesta analoga a la anterior es la de P29, quien afirma que la construc-
cién divide a la circunferencia en cinco arcos iguales.

Finalmente, P19 y P25 construye con GeoGebra un pentagono impreciso,
“que no se cierra”.

Otras respuestas, a priori, consideran que el pentagono construido es regular vy,
por tanto, consideran que los angulos centrales son iguales.

Aqui se encuadran las respuestas de P09, P10, P17, P18, P22, P24. Estos pro-
fesores consideran que la figura 1 estd formada por cinco tridngulos isésceles
iguales (afirman que son iguales por el desarrollo de la construccion) y conclu-
yen que los angulos centrales son iguales.

Cdélculos numéricos:

Considerando que r=1, P09 y P24 calculan la longitud del lado del pentagono,

_ 5—-+/5
AN = T\/—
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P16y P21 calculan numéricamente del lado del pentdgono y del angulo cen-
tral a través de la figura 1 (suponen que radio=1y perciben que el pentagono
estd dividido en cinco tridngulos isésceles iguales), indican que el ndmero
irracional obtenido se corresponde con 72°, pero no dicen por qué.

Anadlisis de datos grupo 2

No hay respuestas totalmente correctas y, aunque algunos afirman que los
angulos son iguales, los razonamientos que aportan son erréneos.

Justificaciones incorrectas de las respuestas de los alumnos:

La percepcioén sensorial de la construccion lleva al alumno AO7 indicar que los
angulos centrales parecen iguales, pero no justifica por qué.

Varios alumnos perciben que la propia construccién proporciona angulos
iguales: AOT, A03, A10, AT1. Otros dos alumnos, A0O9 y A12, también respon-
den de forma afirmativa “porque la construccién ofrece un pentagono regular”
y consideran que es una consecuencia de la regularidad. El alumno A02 da
un paso mas y escribe que no hay seguridad de que los angulos sean iguales,
porque no se ha comprobado la longitud del dltimo lado, que se ha formado
uniendo el dltimo punto obtenido con el primero.

Para el alumno A04 no son iguales pero el razonamiento es totalmente erréneo
y alude al centro de la circunferencia.

No, uue vez Uallada Do lougihud del lads del peutdspero,
20 ba ido desadauds  por La am{m'a ain artablear
relociow con ol cwho do e wicma, que o ale @oo
serct ol el dol Fa;.daspna

Figura 2. Respuesta alumno A04.
Finalmente, los alumnos A05, A06, AO8 y A12 afirman que los angulos no son

iguales porque en la construccién no se ha utilizado que los dngulos centrales
sean iguales.

Pregunta 2

Explica si puedes tener la absoluta seguridad de que el pentagono es regular.

El objetivo de este item es averiguar las razones que dan los PPC y los AMM sobre
la seguridad de sus respuestas a la pregunta anterior,

Respuesta: La construccion realizada no asegura que haya un cierre exacto, luego,
en principio, con la tnica argumentacion de la construccion realizada no se puede
afirmar que los dngulos centrales sean iguales y, en consecuencia, el pentdgono cons-
truido sea regular.
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Andlisis de datos del grupo 1
e Sélo el profesor P29 responde correctamente y afirma que “la construccién no
asegura que los angulos centrales sean de 72°, por lo que se cerraria el poligo-
no, entonces no se puede asegurar que sea regular”.

Justificaciones incorrectas de las respuestas de los alumnos

e El pasante, P26, igual que en el item anterior, sigue un razonamiento incorrec-
to, y realiza afirmaciones carentes de sentido que no justifican nada.

e POT muestra ahora su inseguridad, porque no tiene la certeza de que los angu-
los interiores sean iguales.

e Varios de ellos se basan en la construccién realizada con GeoGebra. Asi, PO5,

P20y P27 afirman no estar seguros, porque en la construccién con GeoGebra
no se observan lados (o angulos) iguales. Por el contrario, P13, P23 y P28 se
basan en una comprobacién, ellos estan seguros “porque en la construccion
con GeoGebra se miden lados y angulos iguales”. P19, P25 son consecuen-
tes con la construccion que han realizado antes con GeoGebra y, como es
inexacta (la hacen mal), afirman que no proporciona un pentagono. También
P09, P10, P16, P17, P18, P21, P22 y P24 afirman que estan seguros, porque
para ellos la construccién proporciona lados iguales y, entonces, los angulos
iguales.
El profesor P20 responde: “No, porque al realizar paso a paso el pentdgono
regular inserto en la circunferencia y medir los angulos interiores no todos son
iguales, es decir no miden 108°, por lo tanto los angulos del centro no son
iguales”.

Andlisis de datos grupo 2

e Todos los alumnos se basan en una u otra interpretacién de la construccion.
El alumno AOT, en primer lugar, hace un razonamiento condicional, pero ter-
mina afirmando que “es regular si la linea poligonal se cierra en E, pues la
construccién ofrece lados y angulos iguales. A02, A05, A06 y A09 respon-
den negativamente “porque el Gltimo lado se ha trazado uniendo puntos y no
marcando el lado”. Para otros cuatro alumnos, A03, A04, A08, A11y A12, la
seguridad procede de “la propia construccion, lados y dngulos iguales”. Algo
parecido escribe A07 “si porque la construccion proporciona lados iguales-.
Finalmente, A10, cuestiona la exactitud de la construccion a la precisién de
la herramienta, pero afirma que el proceso seguido es correcto “sélo se puede
asegurar que el proceso seguido es correcto, no la ejecucién, que depende de
la precisién de herramientas”.

Q,Mz A o L buds 4 MWW

jurrnfo b une (A‘Wv\#/‘\ﬁ.k‘daazﬂ agelio UALC.

Figura 3. Respuesta alumno A11
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Pregunta 3

Explica si puedes tener la absoluta seguridad de que los lados se cierran exacta-
mente en E.

El objetivo de este item es averiguar las explicaciones que dan PPC y los AMM
sobre el cierre de la poligonal construida. Es decir, si el arco de centro D y radio AB
corta forzosamente a la circunferencia dada en E y ver si el nimero de respuestas
afirmativas aumenta o disminuye respecto de la pregunta 2.

Respuesta: La construccién no asegura que el arco de centro D y radio AB corte
forzosamente a la circunferencia dada en E.

Anadlisis de datos grupo 1
e El pasante P29 es el Gnico que responde correctamente y escribe que “No se
tiene la seguridad de que los lados se vayan a cerrar porque no se tiene la se-
guridad de que los angulos valgan 72°.

Justificaciones incorrectas de las respuestas de los alumnos

e P01 sigue la tonica anterior y no escribe justificacion alguna. Andlogamente,
P26 escribe un razonamiento incorrecto y carente de sentido justificativo.

e Un grupo numeroso de alumnos basan su respuesta en la “visualizaciéon”. P05,
P10, P13, P16, P17, P18, P20, P22, P23, P27 y P28. Repiten la construccién
con GeoGebra y afirman que se cierran los lados. En este grupo también se
pueden considerar las respuestas de P19 y P25, aunque estos profesores cons-
truyen con GeoGebra un pentagono que no se cierra y, en consecuencia, para
ellos la respuesta negativa es obvia. Respuesta de P16: Se tiene absoluta se-
guridad de que los lados del pentagono se cierran por construccion hecha en
GeoGebra paso a paso de la figura 1. Ademds por lo sefialado en el punto 1
y 2 (anteriormente). La medida de cada uno de los lados del pentagono mide
1,18 aproximadamente cuando el r=1.

e Dos alumnos, P09 y P24 interpretan la figura 1 configurada por cinco triangu-
los isésceles iguales (por el desarrollo de la construccién). Concluyen que los
angulos centrales son iguales, todos de 72°, lo que justifica su cierre. Otros dos
alumnos P16 y P21 realizan el calculo numérico del lado del pentdgono y del
angulo central apoyados en la construccion de la figura 1 (suponen radio=1y
pentagono dividido en cinco tridngulos isésceles iguales). Indican que el nu-
mero irracional obtenido se corresponde con 72°, pero no dicen por qué. Este
valor del angulo central les lleva a decir que el poligono se cierra.

Analisis de datos grupo 2

Aparte del alumno A12, que no hace justificacion alguna, y del alumno AO1 que
respondié con razonamientos totalmente incoherentes, se presentan las siguientes
respuestas, todas ellas con justificaciones erréneas:

e Sélo hay un alumno, el A09, que indica que la construccion no se deduce que
los lados se cierren, pero la justificacién que escribe es incorrecta “porque el
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método grafico no tiene precision infinita”. También, el alumno A06 asocia la
exactitud a la precision de las herramientas de dibujo a la precision que ofrece
GeoGebra como si las construcciones hechas con ordenador fueran siempre
correctas y no asi las que se hacen con regla y compas:

) pAEGueo o€ ha ocko cou Mltfd)ﬁrama ,u‘.{ferma'ﬁao
)naﬂla e fms'tua Xacta p@rﬁ) do wderseccion e Los Badid
059 EA. % lo hubitrawe becho o rega ‘d pom‘;a/] wb

teudidome awoluta dgm)d’ad pov A pegueidcn £Ore) g
e priedect compter ze da comphruccion

Figura 4. Respuesta alumno A06

e Otros alumnos consideran como punto de partida que el pentagono es regular:
AO07 afirma que “el pentagono es regular, luego los lados se cierran” y A03
considera de entrada que “los angulos centrales son iguales y, por tanto, el
pentagono se cierra”.

e Finalmente, A02, AO4, A05, A08, A10 y A11 aseguran que la poligonal se cie-
rra “porque asi se ha impuesto en la construccién”.

Pregunta 4
V5 -1
4

La figura 2 se ha hecho con GeoGebra considerando que cos(72°) =

Figura 5. Construccion 2 del pentagono regular

a) Se dibuja la circunferencia de radio OA=1
b) Se construye el tridngulo rectangulo de catetos OK=2 y KS=1. La longitud del
segmento OT es OT = /5 — 1
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V5 -1
2

) Se dibuja el punto medio, M,, del segmento OTy oM, =

-1
d) Se dibuja el punto medio, M, de OM,,y OM = \/_4 .

e) Con la circunferencia de centro O y radio OM se construye

_V5-1
4

opP = cos (72°)
f) Considerando que A es un vértice, se traza la recta perpendicular a AO por Py
la interseccion de ésta con la circunferencia de partida determina los vértices
B y E del pentdgono (AOB=EOA=72°).
g) Los otros dos vértices se determinan por simetria.
Explica si ahora es seguro que ABCDE es un pentagono regular.
Es objetivo de esta pregunta es analizar si tanto los PPC como los AMM son cons-
cientes de que, aceptando como verdadera la hipétesis de partida, esta construccién
geométrica si que es exacta.

Respuesta: Si, ahora es seguro que el pentagono asi construido es regular, porque
con este procedimiento se construyen cinco triangulos is6sceles iguales. Ambos tie-
nen iguales dos lados (son radios) y el angulo comprendido.

Andlisis de datos grupo 1

Solo hay una respuesta que se puede considerar correcta la del pasante P29. Este
afirma que se tiene la certeza de que el pentagono es regular porque se parte de la
construccion del dngulo de 72°, para a partir de él obtener el lado del pentdgono (No
argumenta por qué los lados son iguales).

Justificaciones erroneas de las respuestas de los alumnos

e Los profesores PO1, P09 y P24 afirman que si, “porque con cinco dngulos
de 72° se cubre toda la circunferencia”. Sin embargo, no utilizan el dato del
enunciado (el valor de cos(72°)), no parece que reconozcan que ahora se co-
noce primero el angulo y luego se determina el lado partiendo de su proyec-
cién. Se presenta la respuesta de P09:

Por demostracién del punto 1. Podemos asegurar que: AB = BC = CD = DE = EA

Y, al tener £AOB = £AOE = £BOC = £C0D = £DOE =72°, y que los tridngulos

AAOB = AAOE = ABOC = A= COD = ADOE son is6sceles, podemos asegurar

que los ZABC = £BCA = £CDE = £DEA = £EAB y miden 108° por lo tanto

el pentagono ABCDE es regular.

* Aparecen otras respuestas muy dispares: P05 y P26 aseguran que el hecho de
que cos(72°) sea un niimero irracional no asegura que el pentagono sea regular;
P10, P16, P17, P21 y P22 no contestan a la pregunta y repiten la construccién
que aparece el enunciado; tampoco responden a la pregunta formulada P19,
P20, P25 y P27, pero, basandose en la percepcién visual, suponen que el pen-
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tagono es regular y calculan la razén entre la diagonal y el lado mediante seme-
janza de tridngulos; por otra parte; P18, conoce que la razén entre la diagonal
y el lado es el nimero de oro y hace un calculo numérico distinto al que ofrece
el enunciado, a partir de un triangulo dureo, hace un razonamiento inverso al
constructivo, pero no le permite observar la relacién entre el dngulo de 72°y el
lado del pentagono y, por tanto, no, muestra un razonamiento en el que deter-
mina sen(18°), pero no justifica su respuesta, que se presenta a continuacion:
Si es seguro porque en el pentdgono regular, trazamos desde un vértice B las
diagonales BE y BD dénde nos queda un tridngulo dureo menor determinado
por estas y el lado DE. Se traza una altura desde el punto B al punto medio DE
formando dos triangulos rectangulos con lo siguiente:

La hipotenusa es la diagonal del pentagono, el dangulo menor es de 18°y su
cateto opuesto es la mitad del lado del pentdgono, el angulo agudo mayor
mide 72°.

Aplicando la definicion del seno y coseno obtenemos que: g = 1+2\/§
_ . . EM DE/2 5-1
Sea M punto medio de DE: sen(18°) = cos(72°) = BE-BE = 3

e P13y P28 escriben un razonamiento sin sentido y, finalmente, P23 afirma sin
justificacién alguna que la construccién permite obtener lados iguales.

Anadlisis de datos grupo 2

Aunque no terminan el razonamiento (5*72°=360°), se puede considerar que los
pasantes AO1, A02, A03, AO5, A08, A11 y A12 responden correctamente y lo justi-
fican mediante la igualdad de arcos: “Si, porque se puede trasladar un arco de 72°
cinco veces exactamente”.

Justificaciones incorrectas de las respuestas de los alumnos

* A09 realiza un razonamiento totalmente incoherente basado en una compro-
bacién mediante cdlculos aproximados:

Gy 37 & kS To'mwmg//
e

-z_ = ¢'3090/6994/ S A P
b do> Wbloa e fferwcn on e & K04 PRI

Figura 6. Respuesta alumno A09

* A06, A04, A08 y A10 afirman que si, que el pentagono es regular, porque se
obtienen lados iguales (pero no justifican por qué). Finalmente, A07 calcula el
valor de los angulos interiores del pentagono aplicando el teorema del seno
con el angulo de 72°, pero sélo obtiene aproximaciones.
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Pregunta 5

Calcula cuanto mide el lado del pentdgono regular construido en las figuras ante-
riores, sabiendo que el radio de la circunferencia circunscrita mide 1 m.

El objetivo de este item es averiguar la capacidad de célculo de los PPC y los
AMM. Concretamente, comprobar si llegan a determinar la longitud del lado del
pentagono regular inscrito en una circunferencia de radio la unidad a partir de la
visualizacién de las figuras presentadas.

_ 5—-v5 __ — .
Respuesta: AB = 2\/—, AB = 2sen(36°), AB = =1,17557 m es una aproxima-

cion numérica.

Anadlisis de datos grupo 1

* Se producen 11 respuestas correctas y bien justificadas, pero la argumenta-
cién no siempre es la misma: P16, P21 y P26 obtienen el radical correcto y
lo justifican aplicando el teorema de Pitagoras a los tridngulos rectangulos de
la figura 1; Asimismo, P09, P24 y P29 obtienen el valor radical correcto, pero
en este caso utilizan el teorema del coseno en uno de los cinco tridngulos
isosceles en que queda dividido el pentagono, sustituyendo cos(72°) por su
valor radical; finalmente, P18, P19, P20, P25 y P27 hallan correctamente el
valor trigonométrico aproximado correcto y lo justifican aplicando trigono-
metria bdsica en uno de los cinco triangulos isésceles en que queda dividido
el pentdgono. Se presenta la respuesta de P19 que acompana el grafico de la
derecha:

F Lz

Figura 7. Respuesta alumno P19

ABCDE pentagono regular, AB=BC=CD=DE=EA=L (Lado), OA=OB=OC=0OD=0OE=R
L
(Radio), <AOB=<BOC=<COD=<DOE=<EOQA=72°, <FOB0=36°, sen(36°) = %
Rsen(36°)=L/2 = L=2Rsen(36°), si R=1 entonces 2sen (36°)=L

Justificaciones incorrectas o respuestas erroneas

e Tanto POT, que utiliza el valor de cos(72°) como P05 y P23, que parece que
utilizan GeoGebra, obtienen resultados numéricos incorrectos y sin justificar;
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P13 y P28 obtienen un resultado incorrecto mediante un proceso de calculo
con radicales incorrecto; finalmente P10, P17 y P22 escriben el radical correc-
to, pero no aportan ninguna justificacion.

Analisis de los datos del grupo 2

Todas las respuestas son correctas y estan bien justificadas. Sin embargo, aportan
varios procesos de justificacion diferentes y obtienen expresiones numéricas diferentes:

A0T, A03, AO5, A06, A11 y A12 obtienen un valor trigonométrico correcto y
aplican de forma justificada trigonometria basica en uno de los cinco triangu-
los isdsceles iguales en que queda dividido el pentagono.

A0T, A02, A0O3 y A04 hallan el radical correcto, aplicando el teorema del co-
seno en uno de los cinco triangulos isésceles iguales en que se puede dividir
el pentagono. Sustituyen el valor de cos(72°) por su expresion radical.

A02 calcula el valor decimal correcto lo justifica aplicando el teorema de Pi-
tagoras en figura 1, considerando valores decimales.

A04 y A11 obtienen el valor radical correcto y lo justifican aplicando el teore-
ma de Pitdgoras en figura 1 y considerando valores radicales.

AO08 obtiene el valor radical correcto y lo justifica aplicando el teorema de Pi-
tagoras en figura 2 y tomando valores radicales; A09 sigue el mismo proceso,
pero utiliza valores decimales y obtienen una aproximacién decimal:

AO07 utiliza datos trigonométricos y el teorema de Pitagoras en el tridngulo
rectangulo APB de la figura 2 y obtiene el valor trigonométrico correcto; AO7
utiliza el mismo proceso, pero usa célculos con decimales y obtiene un valor
decimal aproximado. Se presenta el escaneada la respuesta de A07:

©

cR= A w. OA- 0P « PA
P = e 12° PA=- OA - OF
P~ ot 12° PA=A- w12

for &k th. At Pibegemn,
(ABY =A™+ (PBY~ (A-32") 4 2t 12" =
- A ™R - 2@ 12 4 0enm 32
At a2 20N 22 2 T2

e

4
=~ 2(4- @)
A‘BZ ¢2(4"tﬂ?’2°) w,

Figura 8. Respuesta alumno A07

A10 calcula un valor trigonométrico correcto y lo justifica aplicando el teore-
ma del coseno en triangulo AH,M de la figura 1 y en la figura 2.

Pregunta 6

Se presenta la figura 3, y se describe cémo se ha construido el pentdgono regular
partiendo de la longitud del lado AB=1.
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v

A

C|

Figura 9. Construccion 3 del pentagono regular

a) Se dibuja el punto medio, C, de AB y la perpendicular a AB por B.

5
b) BD=1y, por tanto, el segmento CD mide g
1+V5
2

c) El segmenta AE mide

d) La interseccién de la circunferencia de centro B y radio AB, y la circunferencia
de centro A y radio AE es el tercer vértice.
e) EL cuarto vértice, G, es la interseccion de la mediatriz de AB y la circunferen-
cia de centro A y radio AE.
f) Hes la interseccion de las circunferencias de centros Ay G, y radios AB.
Se consideran las figuras 1, 2 y 3, y se pide que calculen cudnto mide el radio de
la circunferencia circunscrita si el lado del pentagono regular, ABFGH, es la unidad.
El objetivo de este item es comprobar si se producen modificaciones respecto de
las respuestas anteriores en este proceso de calculo que es inverso del anterior y qué
novedad aporta la figura 3.

2 1
Respuesta: r = s = 25em(36%) / valor decimal aproximado: 0,85

Andlisis de los datos del grupo 1

e Se producen 12 respuestas correctas justificadas: P05, P18, P19, P20, P26 y
P27 obtienen el valor correcto en forma trigonométrica y lo justifican mediante
trigonometria basica en uno de los cinco tridngulos issceles en que queda di-
vidido el pentagono regular; los pasantes P09, P16, P21, P24 y P25 escriben el
valor correcto en forma radical y lo justifican calculando el lado en funcién del
radio aplicando el teorema de Pitagoras en la figura 1; finalmente, P29 escribe
correctamente el valor y lo expresa también en forma radical, pero lo justifica
aplicando el teorema del coseno en uno de los cinco triangulos isésceles que
componen el pentagono regular.

Justificaciones incorrectas o respuestas erroneas
e El pasante PO1 no contesta y el P23 da una respuesta carente de sentido. Fi-
nalmente, hay cinco respuestas, las dadas por P10, P13, P17, P22 y P28, que
expresan en forma radical el valor correcto, pero no lo justifican. Asi, P28
escribe lo siguiente:
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Anadlisis de los datos del grupo 2

Se producen 10 respuestas correctas justificadas, pero las expresiones numéri-
cas o las justificaciones no son uniformes y se produce una casuistica muy va-
riada: Asi, A10 escribe el valor correcto en forma radical correcto y lo justifica
aplicando el teorema de Pitagoras a la figura 1; el pasante AO3 utiliza la figura
3 y los datos asociados a ella, y expresa el valor correcto en forma radical en
funcién de la tangente de 36°. AO5 y A08 utilizan también la figura 3 y, con
los datos asociados a ella, escriben el valor correcto en funcién del niimero
de oro; también utilizan la figura 3 A0O4 y A06, que obtienen el valor correc-
to en forma trigonométrica mediante trigonometria basica; asimismo, A10 y
AO07 aplican trigonometria basica en uno de los tridngulos isésceles iguales
en que queda dividido el pentagono (figura 1) y hallan correctamente el valor
en forma trigonométrica, pero el primero complica el proceso con teorema de
Pitagoras; finalmente, AO2 y A11 escriben el valor correcto en forma decimal
y aplican el teorema del seno en uno de los tridngulos isésceles iguales en que
queda dividido el pentagono de la figura 2.

Justificaciones de las respuestas de los alumnos

Los alumnos A12 y A09 obtienen sendos valores erréneos: el primero, que
considera el resultado del item siguiente, sigue un proceso numérico correcto,
pero construye dos figuras no relacionadas y supone que la longitud del lado
es la unidad; el segundo porque, aunque elige un proceso adecuado basado
en aplicar trigonometria basica en uno de los triangulos isésceles iguales en
que queda dividido el pentagono regular, considera un valor angular equivo-
cado. Se presenta escaneada la solucion de A12:

Figura 10. Respuesta alumno A12
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Pregunta 7

Calcula la razoén entre la diagonal y el lado del pentagono regular.

El objetivo de este item es averiguar hasta qué punto los alumnos llegan a estable-
cer la razén aurea de forma justificada utilizando visualizaciones y construyendo las
correspondientes relaciones numéricas.

Respuesta: @

Analisis de los datos del grupo 1
* Se producen 6 respuestas correctas y justificadas: la primera es del pasante
P18, que obtienen el valor correcto en forma trigonométrica y aplica trigo-
nometria basica en el triangulo isésceles ABF (figura 3), con AB=1 cm; P19,
P20, P25, P27 y P29 hacen una deduccién tedrica a partir de la semejanza de
triangulos del pentagono regular.

Justificaciones incorrectas o respuestas erroneas
e Uno de los pasantes, PO1, no contesta; también aparecen varias respuestas sin
justificar (P05, P13, P23 y P28); hay razonamientos incompletos en procesos
numéricos, P26, o en trigonométricos, P09 y P24; finalmente, cinco pasantes
calculan la razén aplicando radicales, pero no justifican el valor radical de
la diagonal (P10, P16, P17, P21 y P22). Se presenta la solucién aportada por
P21, quien, ademas, utiliza una relacién conocida del nimero dureo para ob-

tener dicho nlimero. Como el lado del pentagono mideJ%—% y la diagonal

M (esta Ultima medida resulta del tridangulo rectangulo OBP). Es asi,

como se puede plantear la razén entre ambas medidas, resultando lo siguiente:

\/10+2

10+2J5 , 2 f(\/5+f G+V5)5+5) _ [3+45

Js5- f N RN RN P T P 2573 2
V2
%+#=M=\/¢T=¢ Recordando que 1+¢ = ¢

Analisis de los datos del grupo 2

* Excepto el alumno AO5 que utiliza como hipétesis la conclusién a la que tiene
llegar (Conoce a priori el resultado y realiza una division de segmento asocia-
da a nlimero dureo, el resto emite respuestas correctas: unos calculando di-
rectamente las longitudes del lado y de la diagonal a partir de la figura 3 (AO1,
A02, A04, A0O8 y A11) y, otros, deduciendo la razén a partir de la semejanza
de triangulos en pentagono regular (A03, A06, AO7, A09, A10 y A12). Concre-
tamente A10 considera “triangulos homotéticos” como sigue:
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Figura 11. Respuesta alumno A10

CONCLUSIONES

El andlisis de datos pone de manifiesto respuestas muy variadas pero, en general,
se observa que no tienen lugar razonamientos o interpretaciones que manifiesten la
formalizacién del conocimiento matematico relativo al pentagono regular y su cons-
truccién, en este caso, a través de la coordinacién de las representaciones grafica y
analitica.

Los alumnos tienen ciertos conocimientos matemdticos (métricos, trigonométricos,
gréficos) sobre el pentagono regular y el procedimiento exacto de construccion pero,
en general, no aciertan a justificar la exactitud del procedimiento de construccion del
pentagono regular mediante procedimientos aritméticos o algebraicos que se coordi-
nen con la representacion visual. Ademas, sustituyen razonamientos por evocaciones.
Por tanto, no se alcanza la coordinacion grafico-aritmética asociada al pentagono regu-
lar y sus propiedades, algo que ya observé Duval, como se sefala en el marco teérico.

Por otra parte, algunos individuos de la muestra si que establecen conexiones con
otros contenidos matematicos presentes en el objeto matematico que tratamos, como
relaciones métricas, trigonométricas, el nimero aureo, homotecias...

En ambos grupos, se representan los resultados numéricos en forma trigonométri-
ca y radical, pero en el segundo no sustituyen razonamientos deductivos por medi-
ciones, luego alcanzan un conocimiento matematico mas desarrollado. Sin embargo,
los errores que cometen unos y otros, y la gran variedad de justificaciones incorrectas
observadas, ponen de manifiesto que no hay una coordinacién entre las representa-
ciones graficas y numéricas, y que la visualizacion tal y como se ha concebido en el
marco tedrico estd lejos de ser alcanzada.

Otra informacién de interés que se deriva del analisis de datos y corrobora las
conclusiones expuestas es la siguiente:

e Algunos profesores del grupo de pasantia elaboran (repiten las dadas) cons-
trucciones con GeoGebra que fundamentan sus razonamientos a través de
percepciones sensoriales, otros presentan procesos matematicos de calculos
directos basados en las relaciones aritméticas de los segmentos que compo-
nen las figuras a través de visualizaciones, otros utilizan conocimientos de
trigonometria (teoremas del seno y del coseno), otros se basan en semejanzas
y otros, incluso, parten de lo que deben establecer, lo que prueba que el con-
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tenido asociado al pentdgono regular forma parte del conocimiento comin
del profesorado y del horizonte matematico. Sin embargo, no se puede afirmar
que este conocimiento forme parte del conocimiento especializado, ya que no
logran establecer justificaciones adecuadas, incluso cometen errores de calcu-
lo. Incluso, algunos pasantes hacen construcciones inexactas con GeoGebra
que utilizan para sustituir los razonamientos por comprobaciones basadas en
medidas de longitudes. Llama la atencién que ningln alumno de este grupo
utilice la figura 3 del cuestionario para hacer sus razonamientos. Parece que
prefieren utilizar la figura presumiblemente mas conocida (la figura 1, que es
el procedimiento mas habitual) o aquella que tiene una relacion mas directa
con procesos mas repetidos en el aula (la figura 2 tiene una relacién directa
con la trigonometria). La visualizacion de la primera figura influye mas en la
eleccion de un procedimiento aritmético, mientras que la visualizacién de la
segunda influye en la aplicacion de resultados propios de la trigonometria.

e Los alumnos del master emiten respuestas mas directas, alcanzan mayores por-
centajes de correccién y, en algunos casos, una mayor variedad de modelos de
resolucién, sobre todo, para las primeras preguntas. S6lo un alumno presenta
construcciones propias con GeoGebra. Los alumnos de este grupo utilizan
las tres figuras del test de forma selectiva, seguramente, aquella que para un
item concreto les parece la mas adecuada. Igual que en el grupo 1, tras el
analisis de las respuestas emitidas, se puede afirmar que el contenido matema-
tico asociado al pentdgono regular forma parte del conocimiento comun y del
horizonte matematico del profesorado, pero estos alumnos no estan especiali-
zados en este contenido, porque se observa que no alcanzan la coordinacién
grafico-aritmética a través de interpretaciones aritmético-algebraicas rigurosas
de la visualizacién de la construccion.
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