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RESUMEN: Este articulo tiene como objetivos presentar una tarea contextualizada
para el aprendizaje del modelo parte-todo de las fracciones basada en el uso de
banderas de paises, y analizar las estrategias de resolucién y los niveles de dificultad
que surgen de su implementacién en diversos contextos educativos. Los resultados
obtenidos se analizan desde un enfoque cualitativo fenomenolégico, obteniéndose
evidencias del nivel de razonamiento sobre las fracciones puesto en practica. La
tarea, originalmente disefada para educacién bdsica obligatoria, parte de la
pregunta ;Qué fraccién de la bandera ocupa el color rojo? ante una seleccién de
diversas banderas. Con el objetivo de identificar estrategias especificas de calculo
de fracciones, se puso en practica esta tarea con alumnado de educacién bésica,
profesorado en formacién y profesorado en servicio de Espana y Portugal. Se
identificaron seis estrategias de resolucién diferentes: visual, de descomposicion, de
recomposicion, operacionales, de medicién con regla graduada y de mediciones
fraccionarias. Asimismo, se identificaron distintos niveles de dificultad en funcién de
si las banderas requieren para el calculo de la fraccién estrategias graficas o de
conocimiento de propiedades geométricas. La propuesta favorece el desarrollo de
competencias en calculo, medida y estimacién de fracciones y es adaptable a
distintos cursos, a partir de 3° de educacién primaria o basica, modificando la
seleccion de banderas. Se observoé en el alumnado y el profesorado en formacién el
predominio de estrategias visuales, de descomposicién y operacionales aditivas.
También se observé en el profesorado en formacién y en servicio la transformacion
de la geometria por recomposicion y el uso de regla graduada para el calculo de
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areas triangulares. Destaca en los resultados la no aparicion de estrategias de
mediciones fraccionarias, asi como sustractivas, multiplicativas y cocientes en
ninguno de los colectivos participantes.

PALABRAS CLAVE: nuUmeros racionales, educaciéon basica, formacion de
profesorado, estrategias de resolucién de problemas, modelo parte-todo.

LEARNING THE PART-WHOLE MODEL OF FRACTIONS THROUGH A
TASK WITH WORLD FLAGS

ABSTRACT: This article aims to present a contextualised task for learning the part-
whole model of fractions based on the use of national flags, and to analyse the
resolution strategies and levels of difficulty that arise from its implementation in
different educational contexts. The results obtained are analysed from a qualitative
phenomenological approach, obtaining evidence of the level of reasoning about
fractions put into practice. The task, originally designed for compulsory basic
education, is based on the question What fraction of the flag occupies the colour
red? in front of a selection of different flags. In order to identify specific fraction
calculation strategies, this task was implemented with students in basic education
and both pre-service and in-service teachers in Spain and Portugal. Six different
resolution strategies were identified: visual, decomposition, recomposition,
operational, measurement with a graduated ruler and fractional measurements.
Likewise, different levels of difficulty were identified depending on whether the flags
require graphic strategies or knowledge of geometric properties to calculate the
fraction. The proposal favours the development of skills in the calculation,
measurement and estimation of fractions and is adaptable to different grades, from
3rd year of primary or basic education onwards, by modifying the selection of flags.
The predominance of visual, decompositional and operational additive strategies
was observed among students and trainee teachers. The transformation of geometry
by recomposition and the use of a graduated ruler to calculate triangular areas were
also observed in pre-service and in-service teachers. Notably absent across all
participant groups were fractional measurement strategies, as well as subtractive,
multiplicative, and quotient-based approaches.

KEYWORDS: rational numbers, basic education, teacher training, problem-solving
strategies, part-whole model.
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1. INTRODUCCION

Numerosos estudios han demostrado que aprender fracciones presenta
dificultades para el alumnado de primaria y secundaria a nivel global. En el origen
de estas dificultades es frecuente encontrar una ensefanza apoyada en la
vinculacién del concepto de nimero racional a unas pocas representaciones usuales
y el aprendizaje memoristico de diversas reglas de operacion y transformacion entre
representaciones (fracciones, decimales y porcentajes) (Makhubele, 2021; Torbeyns
etal., 2015).

La no consideracion de las fracciones como ndimeros en si mismos y la limitacién
de las situaciones en los que los niimeros racionales son trabajados reducen la
capacidad del estudiantado para manejar conceptos como razén o proporcién que
son criticos para el aprendizaje del algebra en niveles superiores (de la Cruz
Rodriguez Rojas y Navarrete Rojas, 2020; Makhubele, 2021).

Por otro lado, contextualizar la practica matematica con la realidad social y
cultural de nuestro mundo no es solo un imperativo curricular, sino también un
modo de volver las actividades de aula mds estimulantes, enriquecedoras e
inclusivas, permitiendo al mismo tiempo la integracion de disciplinas académicas
diversas (Choi y Hannafin, 1997; Graga y Guerreiro, 2016; Martinez Jiménez et al.,
2022).

En Portugal, los nimeros racionales son parte del aprendizaje inicial de las
matematicas introduciéndose en el 2° curso de Educaciéon Bdsica (Ministerio de
Educacién, 2021), como representacién de una cantidad no entera relacionada al
modelo parte-todo, siendo el todo una unidad continua. En tercer curso, se amplia
el significado parte-todo, siendo el todo una unidad discreta, y se afade el modelo
de cociente. Los estudiantes deben comparar y ordenar fracciones con el mismo
denominador (3° curso) y con el mismo numerador (4° curso) en diferentes contextos,
utilizando mdltiples representaciones. En 5° y 6° ano (alumnado de 11 a 12 anos),
las cuatro operaciones elementales se extienden a todas las representaciones de los
ndmeros racionales no negativos.

En Espana (Ministerio de Educacién y Formacién Profesional, 2022), los nGmeros
racionales se introducen formalmente en el segundo ciclo de Educacién Primaria,
trabajando las fracciones propias hasta el denominador 12 a través del célculo
mental, ordenacién y equivalencia, mientras que en el primer ciclo (1°y 2°) se
exploran algunas fracciones basicas, mitad, cuarto, tercio, a través del concepto de
particion. Ya en el tercer ciclo (alumnado de 11 y 12 afos) se formaliza el estudio
de los racionales ampliando al conocimiento de los ndmeros decimales, hasta la
milésima, y los porcentajes y la relacion entre ellos para fracciones sencillas. La
multiplicacién de fracciones se suele introducir en el dltimo afo de Primaria si bien
no se recoge su estudio a nivel curricular.
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Este articulo propone una actividad didactica contextualizada basada en el
modelo parte-todo de las fracciones, utilizando el andlisis de banderas de paises
como recurso para educacion basica. Los resultados obtenidos se analizan desde un
enfoque cualitativo fenomenoldgico tras implementarse la actividad en diversos
contextos educativos, con alumnado de educacién basica y con profesorado en
formacion y en servicio en Espafia y Portugal. El estudio permite categorizar las
estrategias de resolucién empleadas, identificar niveles de dificultad asociados a las
caracteristicas de las banderas utilizadas, y evidenciar los distintos niveles de
razonamiento fraccionario manifestados por los participantes.

2. MARCO TEORICO: APRENDIZAJE DE LAS FRACCIONES
2.1. Significados de las fracciones: el modelo parte-todo

Cualquier nimero racional, entero o no entero, es representable por una fraccién
donde el numerador N representa un nimero entero y el denominador D representa
un namero entero distinto de cero. Kieren (1980) definié los racionales como un
constructo formado por cinco significados: (i) la relacién parte-todo; (ii) el cociente
entre dos nlimeros enteros representados por la fraccion; iii) el operador partitivo
multiplicativo; (iv) la medida; y (v) la razédn, relacién entre dos cantidades.
Investigaciones recientes destacan desafios no abordados por Kieren, como Norton
y Wilkins (2012), que proponen el modelo de fraccién como cociente de medidas,
y Lamon (2020), que amplia el modelo de operador con ejemplos de escalas,
porcentajes y probabilidad.

El modelo parte-todo es el modelo mds inmediato y reconocible como
introduccion a los nimeros racionales. El simbolo, fraccién, en este modelo designa
a la relacion entre una parte y el todo, que es considerado la unidad. El denominador
indica el nimero de partes en las que se divide la unidad y el numerador el nimero
de partes elegidas” (Monteiro y Pinto, 2005, p. 91). Monteiro y Pinto (2005) advierten
que esta “relacion de la parte con el todo es una relaciéon inherente a los nlimeros
fraccionarios y que es fundamental destacarla, sea cual sea la situacion didactica,
porque el "todo" traduce la unidad fraccionaria” (p. 92). En cantidades continuas, se
aborda este modelo trabajando con modelos de area, en los que una parte del todo
estd sombreada, de manera que "los estudiantes pueden ver cémo las fracciones se
relacionan con la unidad, comparar fracciones de un todo y descubrir fracciones
equivalentes" (National Council of Teachers of Mathematics, 2007, p. 174).

Esta propuesta se ocupa del modelo parte-todo que es central en el aprendizaje
inicial de los nimeros racionales, si bien es necesario destacar la importancia de no
dejar fuera del aula el trabajo con el resto de significados de las fracciones para
conseguir un aprendizaje relacional significativo (Graga et al., 2021; Lamon, 2020).
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2.2. Niveles de aprendizaje de las fracciones

La secuenciacién del aprendizaje de los nimeros racionales se basa en sus
distintas representaciones numéricas y graficas y en las distintas definiciones
matemadticas relacionadas con las fracciones. Algunos autores proponen la sucesién:
fracciones propias con modelos continuos, fracciones impropias y nlimeros mixtos
con modelos continuos, modelos discretos y operaciones con fracciones (Battista,
2012; Monteiro y Pinto, 2005).

Asimismo, Battista (2012) desarrolla un modelo de razonamiento de los
estudiantes sobre las fracciones que distingue ocho niveles de sofisticacion:

Nivel 0. No se comprende el concepto de fraccién, pero si la idea de particion.
Nivel 1. Solo se reconocen imagenes de fracciones que son familiares.

Nivel 2. Se entiende la fraccién como contar todas las partes existentes y las
partes sombreadas.

Nivel 3. Se entiende la fracciéon como dividir una figura en partes iguales y
seleccionar algunas de ellas.

Nivel 4. Se entiende la fracciéon como dividir una cantidad en partes iguales y
seleccionar algunas de ellas.

Nivel 5. Se pueden manipular, fisica o mentalmente, representaciones visuales
de fracciones para resolver problemas aritméticos con fracciones.

Nivel 6. Se realizan y se comprenden de manera intuitiva las operaciones con
fracciones a nivel simbdlico y algoritmico.

Nivel 7. Se pueden usar dibujos y materiales para resolver problemas aritméticos
con fracciones y para comprender cémo funcionan las operaciones con
fracciones.

Estos niveles describen la forma en la que el estudiantado razona sobre las
fracciones. Los niveles 1 a 3 corresponden a un nivel limitado del concepto de
fraccion, pasando en el nivel 4 a un concepto mas amplio y abstracto. A lo largo de
los niveles 5 a 7 se irfa desarrollando la capacidad de operar fracciones de forma
cada vez mds sofisticada.

El objetivo de estos niveles es el de guiar procesos de enseianza y de aprendizaje
estableciendo pequefos pasos graduales que puedan ajustarse a las necesidades del
estudiantado. La propuesta de trabajo con banderas se adecta a la transicion entre
los niveles 4 y 7 estableciendo distintos niveles de dificultad segiin la bandera
escogida y la estrategia de resolucién que se adopte.

Se desarrolla a continuacion esta propuesta de aprendizaje de las fracciones,
destacandose en los resultados las relaciones entre las resoluciones y justificaciones
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de las personas participantes con las dificultades y los niveles de aprendizaje
recogidos en el marco tedrico.

3. METODOLOGIA

El estudio presentado asume un enfoque cualitativo e interpretativo en una
relacion fenomenolégica con las acciones de los participantes, apoyadas en sus
producciones escritas y las discusiones de aula. Se reconoce al sujeto investigador
como aquel que, integrando la realidad, busca comprender los fenémenos en la
interaccién entre ellos mismos y los contextos estudiados. En este sentido, describir,
observar y reportar lo observado es una actitud intencional y natural que define la
investigacion cualitativa con enfoque fenomenolégico (Bicudo, 2006).

Es propdsito de la investigacion experimentar un material semiestructurado, con
potencial didactico, y comprender su efectividad en diferentes contextos: escolar,
con estudiantes de educacion basica obligatoria; académico, con futuros docentes
de educacién primaria y basica; y de capacitacién, con docentes de escuelas
primarias en servicio.

En términos metodolégicos, se asume el papel de sujeto investigador con
perspectiva exploratoria, describiendo las experiencias ocurridas en el aula y en
otros contextos, reflexionando sobre los datos obtenidos al implementar la tarea con
distintos participantes, destacando las evidencias, cuestionando las actuaciones y
dando sentido a las acciones, conformando un ensayo final sobre la construccién de
una propuesta educativa para el aprendizaje de las matematicas.

La propuesta consiste en una tarea matematica a partir del uso de las banderas
de diferentes paises. Las banderas son objetos de identidad de los paises y se
reconocen como un atributo importante en el contexto social, cultural y politico,
llegando a estar su disefio regulado por ley. A su vez, son unidades en el sentido
geométrico y numérico, en las que las diferentes partes y colores representan una
porcién del todo. Cada uno de los colores representa una fraccién, representacién
de un ndmero racional, una parte del todo, que es la bandera, siempre que no se
consideren los emblemas y simbolos (escudos de armas, estrellas, lunas, cruces,
etc.). También hay formas circulares o semicirculares en algunas banderas, que
constituyen una situacién particular porque la relacién entre la regién circular y la
bandera rectangular tiene como resultado un ndmero irracional.

El color rojo fue seleccionado como referencia para la actividad debido a su
predominancia en las banderas a nivel mundial. La tarea consistié en calcular la
fracciébn que ocupa este color, segin la relacién parte-todo, en cada bandera
propuesta.
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3.1. Categorizacion de las banderas del mundo con color rojo

Sin tener en cuenta las banderas sin rojo, que podrian representar una fraccion
del total igual a cero, clasificamos las banderas en dos grupos principales: regién
roja continua y regién roja discontinua. Cada uno de estos dos grupos incluye
subcategorias (Tabla 1):

Tabla 1. Categorizacion de banderas con rojo

Categoria Subcategoria Pais Bandera
Regidn roja i) Un solo color Marruecos
continua
ii) Diferentes colores, areas de idénticas Francia
proporciones
iii) Colores distintos, dreas de diferentes Portugal
proporciones
Region roja iv) Diferentes colores, dreas de idénticas  Austria
discontinua proporciones

v) Colores distintos, areas de diferentes Espafa
proporciones

Las banderas con una regién roja continua se subdividen en: i) un solo color,
paises como Albania, China, Marruecos, Suiza, Tdnez y Turquia (sin tener en cuenta
los emblemas y simbolos); ii) colores distintos, con franjas horizontales, verticales,
oblicuas o triangulares en proporciones idénticas, paises como Alemania, Francia,
ltalia, Madagascar, Mdnaco, Polonia, Rusia (rectangular), Papta Nueva Guinea y
Republica del Congo (triangular y paralelogramo) (sin tener en cuenta los emblemas
y simbolos); y iii) colores distintos, con franjas horizontales, verticales, oblicuas o
triangulares o con otras formas poligonales o circulares, en diferentes proporciones,
paises como Bielorrusia, Camboya, Colombia, Corea del Norte, Costa Rica, Portugal
(rectangular), Bahréin, Qatar (rectangular, en el que un lado es en zigzag), Cuba,
Eritrea (triangular), Sudafrica, Chequia, Kuwait (trapezoidal), Seychelles (cuadrilatero
irregular), Timor Oriental (pentagono irregular), Samoa (hexagono irregular), Oman
(octagono irregular), Bangladesh, Japén (circular) y Corea del Sur (semicircular —
yang; sin tener en cuenta los emblemas y simbolos).

Las banderas con una regién roja discontinua se subdividen en: iv) de diferentes
colores, con franjas horizontales, verticales, oblicuas o triangulares en idénticas
proporciones, paises como Austria, Mongolia y Uganda (rectangular; sin tener en
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cuenta los emblemas y simbolos); y v) de distintos colores, con franjas horizontales,
verticales, oblicuas o triangulares de diferentes proporciones, paises como Espana,
Letonia, Libano, Tailandia (rectangular, rojo idéntico), Dinamarca, Estados Unidos
(rectangular, rojo distinto), Antigua y Barbuda y Trinidad y Tobago (triangular; sin
tener en cuenta emblemas y simbolos).

3.2. Implementacion en contextos escolares, académicos y formativos

Con el objetivo de evaluar el interés didactico de la propuesta y de estudiar las
estrategias de resolucion aplicadas, se implementd esta tarea en diferentes contextos
educativos, en los primeros afios de escolaridad (3°, 4°y 5° curso), y en la formacion
docente para los primeros anos, tanto de profesionales en formacién como en
servicio.

El estudio se implement6 con estudiantes de 3° y 4° afo de educacién bdsica,
trabajando con grupos de 24 y 26 alumnos respectivamente. En ambos casos, la
actividad se desarrollé en sesiones de hora y media, integradas dentro de una
secuencia diddctica sobre ndmeros racionales. Dado el vinculo curricular entre
matemdticas y geografia europea en estos cursos, se opté por utilizar exclusivamente
banderas de los paises de la Unién Europea para la actividad. En ellas el rojo
representaba 1/2, con regiones rectangulares, continuas y discontinuas; 1/3, con
regiones rectangulares, continuas; 2/3, con regiones rectangulares, discontinuas;
3/5, con region continua rectangular; 4/5, con regiones rectangulares, discontinuas;
y 3/8, con region continua trapezoidal (Graga y Guerreiro, 2016).

El estudio en 5° afo se realizé en el marco de un proyecto de investigacién, con
un grupo de 20 estudiantes, en tres sesiones de cincuenta minutos cada una, al
tratarse de una actividad puramente matematica, se eligieron diferentes banderas,
europeas y no europeas, con diferentes caracteristicas y niveles de dificultad:
Banderas en las que el rojo representaba 1 (Marruecos); 1/2, con regiones
rectangulares y triangulares, continuas y discontinuas; 1/3, con regiones
rectangulares y triangulares, continuas; 3/4, con regién continua pentagonal; 2/3,
con regiones rectangulares, discontinuas, y rectangulares con un lado es en zigzag
continuo (Baréin); 3/5, con regién continua rectangular; 4/5, con regiones
rectangulares, discontinuas; 3/8, con region continua trapezoidal; y 5/9, con regién
continua octogonal (Guerreiro, 2023).

En el caso de la formacién inicial del profesorado para los primeros afios, la tarea
tuvo cardcter investigativo y se realiz6 en un contexto académico. Los participantes
fueron 74 estudiantes de 2° ano del Grado en Educacién Primaria de la Universidad
de Cérdoba, que trabajaron divididos en tres grupos de unos 25 alumnos en una
sesion de una hora; y 40 estudiantes de 3° ano de la licenciatura em Educagao Basica
de la Universidade do Algarve que trabajaron en grupos de 4 personas, en una clase
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de dos horas de didactica de las matematicas. En las banderas seleccionadas para la
formacion de futuros docentes, el rojo representaba, ademas de las incluidas en el
grupo de 5° de primaria: 5/24, con regién continua trapezoidal; 27/35, con regiones
rectangulares, discontinuas; 27/65, con regiones rectangulares y discontinuas; y con
una region circular (Japén). En una sesién de clase posterior a la implementacion, el
alumnado universitario analizé las estrategias y dificultades identificadas en la
resolucién de la tarea y discutié sobre los resultados obtenidos en la misma tarea por
estudiantes de 3°, 4°y 5° de educacion bdsica.

En el contexto de la formacién continua del profesorado de educacién basica, el
estudio se desarrollé en dos sesiones practicas: una de tres horas con 19 profesores
y otra de dos horas y media con 16 docentes de los afios iniciales. Se persiguié un
doble objetivo: la resolucion matemdtica y la formacién pedagégica de los
profesores. Un conjunto de cuarenta y seis banderas, todas diferentes, distribuidas
aleatoriamente entre grupos de docentes, constituyé la base de discusion sobre las
caracteristicas geométricas de las banderas y las estrategias para determinar la
fraccién de rojo.

Las producciones de los grupos de participantes, docentes en formacién y en
servicio, fueron realizadas en papel, conteniendo diagramas gréficos de resolucion,
las operaciones matemdticas realizadas y una descripcién escrita del proceso
seguido para cada bandera. En el caso de los docentes de educacién basica, los
datos escritos se complementaron con la grabacién en audio de sus explicaciones.
Para el andlisis, los dos autores codificaron independientemente las estrategias
matemdticas empleadas, utilizando una matriz predefinida con categorias como:
correccion del resultado, visualizacion directa, realizacién de particiones y, uso de
operaciones o utilizacién de regla graduada... Las discrepancias se resolvieron
mediante consenso. Los datos en audio se triangularon con las producciones escritas
para validar las interpretaciones.

4. RESULTADOS
4.1. Categorizacion de las estrategias de obtencion de la fraccién de color rojo

Las estrategias seguidas para hallar la relacién entre el area roja y la totalidad de
cada bandera se pueden categorizar en diferentes estrategias, desde las mds bésicas,
como la visualizacién, hasta estrategias mas elaboradas, como la de medicion
fraccionaria.

4.1.1. Estrategia visual

Una de las estrategias mas elementales es la visual, que es una forma de analisis
apropiada para situaciones en las que la bandera es completamente roja, asumiendo
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una relacion parte-todo igual a la unidad, o en las que el rojo de la bandera es
continuo y esta formado por franjas rectangulares iguales con diferentes colores,
como en el caso de la bandera de Polonia donde el rojo representa 1/2, o la bandera
de Francia, donde el rojo representa 1/3.

En el caso de la bandera de Austria, las franjas son idénticas, pero hay dos franjas
rojas, por lo que se deduce que el rojo representa 2/3 de la bandera. También en el
caso de la bandera de Uganda, que consta de seis franjas de iguales dimensiones,
sera posible identificar dos franjas rojas en un total de seis franjas, representando asi
2/6 0 1/3. Del mismo modo, la identificacién visual de las tres franjas idénticas de
la bandera de Madagascar, a pesar de su posicion relativa no paralela, da como
resultado que el rojo de esa bandera represente 1/3. La fracciéon de rojo en la
bandera de Paplda Nueva Guinea también se identifica visualmente como 1/2, ya
que es la division de un rectangulo por una de las diagonales, constituyendo dos
regiones triangulares idénticas, una roja y otra negra.

En el trabajo con banderas de la Unién Europea, en dos clases, de 3°y 4°, los
resultados corroboraron la identificacion inmediata de la fraccién 1/2 o 1/3 en
regiones rojas continuas en banderas compuestas por dos o tres franjas de igual
tamafio, con orientacién horizontal o vertical. En el caso de la regién roja
discontinua, como en la bandera de Austria, con tres franjas de igual tamafo, dos
rojas en regiones discontinuas y una blanca, los estudiantes expresaron dudas para
determinar 2/3, indicando 1/2 al relacionar la fraccién con el nimero de colores.

En la implementacién en la clase de 5° curso, los estudiantes mostraron facilidad
para identificar la fraccion cuando las banderas eran completamente rojas, la mitad
roja con dos franjas horizontales o verticales, con la tercera parte roja en tres franjas
rectangulares, horizontales o verticales y con tres franjas, dos de ellas rojas,
asociando el rojo con dos tercios.

4.1.2. Estrategia de descomposicion

La estrategia de descomponer las regiones en partes iguales menores también es
una posible aproximacién al caso del rojo como regién continua en banderas con
regiones de diferentes tamanos. Como ejemplos de este caso, con descomposicién de
las franjas rectangulares, tenemos: i) la bandera de Colombia en la que la divisién de
la franja amarilla en partes iguales da como resultado cuatro franjas de las mismas
dimensiones, siendo la franja roja una de cada cuatro, representando 1/4; ii) la
bandera de Portugal dividida en dos franjas iguales de color verde y tres bandas iguales
de color rojo, donde la relacién del rojo con la bandera estd representada por 3/5.

En las dos clases, de 3° y 4° curso, los estudiantes comenzaron verificando que
el rojo era mas grande que el verde en la bandera de Portugal y consideraron que el
rojo representaria 2/3. Sin embargo, algunos estudiantes encontraron que el rojo no
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era el doble que el verde y, por lo tanto, la fracciéon no era correcta. Un estudiante
argumentd que el verde era un poco mas grande que 1/3. Los estudiantes de 4° grado
determinaron la fraccién de 3/5 para el rojo.

La divisién de la bandera de Samoa en regiones cuadradas iguales vertical y
horizontalmente da como resultado tres cuadrados rojos de un total de cuatro,
representando 3/4 de rojo. También existen estrategias de descomposicién en
regiones triangulares, como la bandera de Timor Oriental, en la que la divisién en
partes iguales por lineas verticales, horizontales y diagonales da como resultado
ocho triangulos congruentes siendo seis rojos, es decir, 6/8 o 3/4. (Figura 1).

Figura 1. Bandera de Timor Oriental descompuesta en partes iguales

La bandera de Republica del Congo, con tres franjas de colores distintos, también
se puede descomponer en regiones congruentes, dividiendo verticalmente en
tercios, horizontalmente en medios, y luego dividiendo los cuadrados en tridngulos
por una de sus diagonales (Figura 2). De este proceso, resulta que cada color ocupa
cuatro triangulos, suponiendo el rojo 4/12 0 1/3.

Figura 2. Bandera de Republica del Congo descompuesta en partes iguales

La misma estrategia se puede utilizar en la bandera de Chequia con la
descomposicién por divisién en dos partes iguales verticalmente, dos partes iguales
horizontal y diagonalmente (Figura 3): se tendrian tres partes rojas de un total de
ocho, es decir, 3/8.
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Figura 3. Bandera de Chequia descompuesta en partes iguales

En el contexto de formacién inicial del profesorado, los estudiantes presentaron
estrategias para descomponer las banderas en mdltiples cuadrados, como en el caso
de la bandera de Dinamarca (Figura 4), que se dividié en nueve partes iguales
verticalmente y siete partes iguales horizontalmente, dando como resultado 63
cuadrados, de los cuales 48 son rojos.

Figura 4. Bandera de Dinamarca con y sin descomposicion

En este contexto, los futuros profesores también dividieron la bandera bareini
(Figura 5), con una red de rombos que descansan sobre los vértices en el lado en
zigzag y compusieron los rombos incompletos de los bordes, llegando a una fraccién
aproximada.

Figura 5. Bandera de Baréin

En el contexto de la formacién del profesorado, en el caso de la bandera bareini,
los profesores la dividieron en ocho franjas verticales iguales y consideraron 5,5
partes rojas para las 8 partes, en una proporcién de 11/16. En el caso de la bandera
omani (Figura 6), los profesores dividieron la bandera en 9 rectangulos iguales (3 por
3) y obtuvieron 5/9.
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Figura 6. Bandera de Oman

Con Kuwait (Figura 7), los profesores dividieron la bandera en cuatro franjas
verticalmente y tres franjas horizontalmente, cada uno de los rectangulos por la
mitad en triangulos, obteniendo 24 triangulos, de los cuales 7 son rojos, tenemos
7/24.

Figura 7. Bandera de Kuwait

Algunas de las estrategias de division en partes iguales no obtuvieron la razén
adecuada debido a divisiones incorrectas.

Existirfan otras estrategias de descomposicion para estas u otras banderas. No
obstante, tan solo se pretende aqui ilustrar algunas posibilidades.

4.1.3. Estrategia de recomposicion

Las estrategias de recomposicién implican la descomposicién en partes y la
composicion de estas buscando unificar la parte roja en banderas en las que es
discontinua. Esta estrategia se utiliza en banderas como: i) Antigua y Barbuda, en la
que la divisién vertical en dos partes iguales da como resultado la composicién de
dos triangulos rojos y dos triangulos no rojos, con la regién discontinua roja que
representa 1/2 o 2/4 de la bandera; ii) Espafia, donde andlogamente, la traslacién
de las dos franjas rojas da, por recomposicién una franja equivalente a la amarilla,
representando 1/2; iii) Baréin (Figura 5), dividida con una linea por el punto medio
de la zona dentada, permite la recomposicion de los tridngulos a un lado y otro de
la Iinea para completar un rectangulo rojo de 2/3 del total.

En las clases de 3°y 4° curso las banderas con franjas de diferentes tamanos o en
regiones no continuas, como la bandera espafola, presentaron mayores dificultades
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para identificar la fraccién correspondiente. En el caso de la bandera espafiola, los
estudiantes concluyeron que "Dos partes rojas hacen una amarilla" [4° grado] y que
2/4=1/2.

Similar a lo anterior, la bandera de Trinidad y Tobago también se puede
descomponer en tridngulos y recomponer de la parte roja para calcular la fraccion
correspondiente. Si dividimos la bandera en tres partes iguales verticalmente y
posteriormente trasladamos los dos tridngulos rojos de la franja central hacia las
laterales para completarlas, observamos que tenemos 2/3 de rojo (Figura 8).

Figura 8. Bandera de Trinidad y Tobago descompuesta y recompuesta

4.1.4. Estrategias operacionales

Las estrategias operacionales son aquellas que involucran las cuatro operaciones
aritméticas basicas. Una estrategia aditiva se puede ilustrar en dos situaciones: i)
resultante de la combinacion de la estrategia visual con la adicién de dos o mas
partes iguales, como por ejemplo en la bandera de Austria en la que se podria
agregar cada una de las franjas, siendo 1/3 + 1/3 = 2/3; ii) resultante de la estrategia
de descomposicion con la adicién de partes iguales o distintas, como por ejemplo
en la bandera de Chequia (Figura 9) con 1/4 + 1/8 = 3/8.

Figura 9. Bandera de Chequia

En las dos clases, de 3° y 4° afio de escolaridad, la identificacion de la fraccién
roja en la bandera de Chequia también resulté en una dificultad para asociar el
nimero de colores distintos con el nimero de partes iguales geométricamente
equivalentes: “Un tercio, la bandera tiene tres partes, el blanco, el azul y el rojo” (4°
grado); “Toda la figura se divide en tres partes” (3° ano). Sin embargo, un alumno de
4° grado definio la estrategia de descomponer la bandera en partes geométricamente
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iguales, dividiendo la bandera por la mitad vertical y horizontalmente v,
posteriormente, dividiendo uno de los cuartos de la bandera en dos mitades,
concluyendo que “la parte roja es un cuarto y medio (mitad de 1/4)".

Una estrategia sustractiva se puede ilustrar considerando la determinacion del
area no roja y, en consecuencia, la fraccion del drea complementaria. Un ejemplo
es la bandera de Samoa, que después de ser dividida por la mitad vertical y
horizontalmente, la parte no roja representa 1/4, donde la parte rojasera 1 —1/4 =
3/4.

Una estrategia multiplicativa combinada con una estrategia aditiva da como
resultado regiones rojas, como en el caso de la bandera omani (Figura 6), en la que
la franja vertical roja es 1/3 de la bandera y la franja horizontal roja es 1/3 de 2/3
de la bandera. De esta forma tendremos, 1/3 + 1/3x2/3=1/3 + 2/9 =5/9.

La estrategia multiplicativa combinada con la estrategia sustractiva es una
posibilidad para calcular la region roja de la bandera de los Estados Unidos de
América (Figura 10). Si la bandera consistiera solo en las franjas rojas y blancas, la
region roja serfa 7/13. Asi que tenemos que calcular el area de las rayas rojas en la
parte azul con las estrellas blancas. Horizontalmente, la parte azul es 2/5 de la
bandera. Verticalmente, los rojos estan a 4/13 de la bandera. Por lo tanto, 7/13 -
2/5x4/13 = 7/13 - 8/65 = 27/65.

Figura 10. Bandera de los Estados Unidos de América

Una posible estrategia multiplicativa combinada con una estrategia aditiva es
aplicable a la bandera de Chequia (Figura 9) en la que tenemos 1/4 de rojo mas 1/2
de 1/4, es decir, 1/4 + 1/2x1/4=1/4 + 1/8 = 3/8.

Una estrategia divisiva combinada con una estrategia sustractiva también da
como resultado la bandera de Chequia (Figura 9) en la que el tridngulo azul es 1/4
y la bandera restante es 3/4, lo que da como resultado que el rojo sea la mitad de
3/4, es decir, 3/8, porque las regiones roja y blanca son idénticas.
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4.1.5. Mediciones fraccionarias

Las mediciones fraccionarias son entendidas como una estrategia basada en el
uso de férmulas y unidades de medida que vienen de aplicar la relacion parte-todo
entre dos segmentos. Este seria el caso de la bandera de Cuba (Figura 11) en la que
el area del triangulo rojo es 1/5 de la bandera, dado que la base del triangulo es
aproximadamente igual a la altura del rectangulo, por lo tanto, la unidad; la altura
del tridngulo es 2/5 del ancho del rectangulo; lo que resulta, usando la férmula para
calcular el area de un triangulo, que (12/5x)/2 = 1/5.

Figura 11. Bandera de Cuba

Esta misma estrategia se puede pensar para la bandera de Dinamarca (Figura 4)
con un cambio por traslacion de las franjas blancas (Figura 12) y, posteriormente, el
calculo del area del rectangulo rojo, siendo el rojo 6/7 de la altura y 8/9 de la
anchura, lo que resulta calculando el drea del rectangulo, 6/7 x 8/9 = 48/63 =
16/21.

Figura 12. Bandera de Dinamarca reconfigurada para agrupar las areas de color
rojo

El calculo de la fraccién roja en regiones trapezoidales, como la bandera de
Kuwait (Figura 7) también puede resultar de la misma estrategia de medicién
fraccionaria en la que la altura del trapecio rojo es 1/3, la base mayor es 1y la base
menor es 3/4, lo que resulta, por la férmula de cédlculo del area trapezoidal,
[(1+3/4)/2]x1/3 = 7/24.

La combinacién de la estrategia de mediciones fraccionaria con la estrategia
sustractiva es adecuada para la bandera de Seychelles (Figura 13). Si juntamos los
triangulos verde y blanco, tenemos un triangulo rectangulo con la base de una
unidad y una altura de 2/3, lo que da como resultado un é4rea de 1/3. Del mismo
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modo, si juntamos los triangulos azul y amarillo, tenemos un solo triangulo

rectangulo de una unidad de alturay 2/3 de base, lo que también da como resultado
un area de 1/3. Por lo tanto, el drea de la region roja sera 1-1/3 -1/3 =1/3.

Figura 13. Bandera de Seychelles

En el caso de Seychelles (Figura 13), el profesorado de educacién bdsica
comenzé dividiendo la bandera en diagonal (vértice inferior izquierdo a vértice
superior derecho) y observé que la altura de todos los triangulos es igual, asi como
las bases, y, por lo tanto, cada uno de los tridngulos (en cada una de las partes)
representa 1/3 de la mitad de la bandera, es decir, 1/6. Por lo tanto, se deduce que
la regién rojaes 1/6 + 1/6 =2/6 = 1/3.

4.1.6. Medicion con regla graduada

La medicién de las banderas con una regla graduada es una estrategia basada en
el uso de férmulas y unidades de medida del sistema internacional de longitud y
area. El procedimiento consiste en usar la regla para calcular del area total de la
bandera y el area de la regién roja, hallar la razén entre ambas areas y finalmente
aproximar dicha razén a una fraccion.

El estudiantado de educacién basica utilizé la medicién con regla graduada en
algunas banderas, para validar o invalidar visualmente determinadas razones. En
banderas complejas conteniendo tridngulos y trapecios, el estudiantado universitario
optd por determinar con regla las medidas de la bandera y de las regiones rojas,
calculando las édreas respectivas a través de formulas. Algunos de estos estudiantes
no lograron relacionar las mediciones con el célculo de la fraccién pedida,
dividiendo solo la parte por el todo y expresando el resultado como niéimero decimal.

En el caso de la region roja trapezoidal de Sudafrica, el profesorado de educacion
bésica calculé el area del trapecio y la bandera basandose en las medidas obtenidas
por una regla graduada. En la bandera cubana (Figura 11), también utilizé la regla
graduada para calcular las areas del triangulo rojo y la bandera y luego comprobaron
cuantas veces cabe el area del tridngulo en el area de la bandera, obteniendo 1/5.
En el caso de Seychelles (Figura 13), optaron por dividir la bandera en diagonal,
obteniendo dos triangulos rojos y calcularon su area utilizando una regla graduada.
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Algunas de las estrategias de calculo de areas con regla graduada no obtuvieron la
razén adecuada debido a célculos incorrectos.

También con el profesorado en activo, surgié una estrategia para dividir la
bandera de los Estados Unidos de América (Figura 10) en 65 rectangulos, basados
en medidas con una regla graduada, con las 13 franjas horizontales y 5 franjas
iguales verticales. Después, se quitaron del total los rectangulos azules y blancos
obteniendo 27 rojos y una fraccién de 27/65.

4.1.7. Razones irracionales

Las banderas con un circulo rojo, como el caso de Japdn (Figura 14), constituyen
una posibilidad de discusion sobre los niimeros racionales e irracionales. En este
caso, independientemente de las proporciones entre el diametro del circulo rojo y
los lados del rectangulo de la bandera, la relacién es un ndmero irracional. La
bandera de Japén tiene las siguientes medidas: horizontalmente el diametro del
circulo es 4/10 de la bandera y verticalmente el diametro es 3/5 de la bandera. Por
lo tanto, podemos considerar que el drea de la bandera, en funcién del radio del
circulo rojo, sera 5r (horizontalmente) y 10/3r (verticalmente), lo que da como
resultado un area igual a 50/(3r*2). Por lo tanto, la relaciéon del rojo sera
(r~2)/(50/(3r~2)) = 31/50, un nimero irracional.

Figura 14. Bandera de Japon

En este caso, los futuros profesores y los profesores en servicio calcularon las
areas respectivas midiendo con regla y hallaron la relacion entre ellas redondeando
los resultados, sin ninguna reflexion sobre el caracter irracional del resultado.

4.2. Niveles de dificultad identificados

A partir de los resultados presentados se reconoce la existencia de distintos
niveles de dificultad en funcién de que requieran estrategias visuales o de medicién
y conocimiento de propiedades geométricas de las figuras (Tabla 2):
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Tabla 2. Niveles de dificultad de resolucion de la tarea matematica

Nivel de
dificultad

Descripcion bandera

Pais

Cero

Rojas completas.

Marruecos

Uno

Con franjas rectangulares verticales u
horizontales de igual tamafio, en las que
una de las franjas es roja.

Francia

Dos

Con dos dareas triangulares o con dreas
rectangulares no paralelas de igual tamafo,
en las que una de las franjas es roja.

Madagascar

Tres

Con franjas rectangulares verticales u
horizontales de igual tamafo, en las que
dos 0 mas de las franjas son rojas.

Austria

Cuatro

Con franjas rectangulares verticales u
horizontales o con areas rectangulares no
paralelas en una relacion entera entre las
areas, donde una o més de las franjas son
rojas.

Espana

il =

Cinco

Con areas poligonales en una relacién
entera entre areas, donde una o mas de las
franjas son rojas.

Samoa

Seis

Con franjas rectangulares verticales u
horizontales en una relacién no entera
entre las dreas, con el drea roja continua.

Portugal

Siete

Con franjas rectangulares verticales u
horizontales, no incluidas anteriormente,
en las que el drea roja es discontinua.

Estados
Unidos

Ocho

Sin franjas rectangulares en una relacion
entera no directa o en una relacién no
entera entre las dreas, donde el drea roja
es continua o discontinua.

Republica
del Congo

Chequia

Nueve

Sin franjas rectangulares, no incluidas
anteriormente, en las que el drea roja,
continua o discontinua, solo puede ser
calculada a partir la medicion y el uso de
relaciones geométricas.

Seychelles

N

Los problemas se organizan en tres grupos segtn su complejidad: (1) niveles cero
a tres, resolubles mediante estrategias visuales directas; (2) niveles cuatro a siete, que
requieren descomposicién rectangular (precisando mediciones en los niveles seis y
siete); y (3) niveles ocho y nueve, que exigen descomposicion triangular, siendo
necesario en el nivel nueve el uso de mediciones y férmulas para su resolucion.
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5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Se ha presentado en este trabajo una propuesta docente contextualizada para el
aprendizaje del modelo parte-todo de las fracciones basada en el estudio de
banderas de paises.

Tras el analisis cualitativo fenomenolégico de la implementacién en diversos
contextos, alumnado de 3°, 4°y 5° de Educacién Basica en Portugal y profesorado
de Educacién Basica en formacién y en servicio en Portugal y Espafa, se han
identificado seis estrategias de resolucion, en relacion creciente de sofisticacion, y
se ha demostrado la flexibilidad de la tarea reconociéndose nueve niveles de
dificultad dependiendo de las caracteristicas geométricas de las banderas escogidas.

Estas estrategias se adscriben a los niveles de razonamiento definidos por Battista
(2012): El paso del nivel 4 al 5, que lleva del reconocimiento de la fraccién como
division en partes iguales a la manipulacion de representaciones para hallar
fracciones, se relaciona con las estrategias: visual, con regiones discontinuas y partes
desiguales, de descomposicién y de recomposicién. El paso del nivel 5 al 6y al 7,
que lleva de la comprensién de operaciones con fracciones a nivel simbélico al uso
de representaciones para comprender como funcionan dichas operaciones, se
reconoce en las estrategias operacionales y de medicién fraccionaria.

En el alumnado mas joven (3°y 4°), las dificultades al emplear estrategias visuales
surgen al confundir fracciones con el mero conteo de partes o colores, ignorando la
magnitud real de dichas partes, lo que coincide con los hallazgos de Siebert y Gaskin
(2006). Por su parte, el estudiantado universitario presenté dificultades en la
trasposicién de decimales obtenidos en la estrategia de medicién con regla a
fracciones, confirmando la dificultad de la consideracién numérica de las fracciones
frente a la de otras notaciones, como la decimal (luculano y Butterworth, 2011).

En el estudiantado de educacién bdsica y en el profesorado en formacién se
observa el predominio de las estrategias visuales en el caso de banderas con franjas
rectangulares de las mismas dimensiones, la descomposicién de la bandera en partes
iguales, y las estrategias aditivas en situaciones de region roja discontinua. En el
profesorado en formacién y en servicio se afiaden también el uso de la regla
graduada para el calculo de areas de regiones triangulares y la recomposicion de la
geometria. Finalmente, se detecté la ausencia de estrategias sustractivas,
multiplicativas y cocientes, de estrategias de medicion fraccionaria, con la
excepcion de la bandera de Seychelles en el grupo de profesorado en activo, y de la
consideracion del caracter irracional de las banderas con circulos.

El recurso didactico presenta un valor cultural capaz de establecer conexiones
entre las matemdticas y el mundo real, aunque se limita a cantidades continuas y
fracciones propias, requiriendo complementarse con otros modelos. Este estudio, de
naturaleza cualitativa y exploratoria, sugiere en el futuro ampliar la recogida y analisis
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de datos con perspectiva cuantitativa. Como siguiente paso, se propone disefiar un
modelo didactico basado en conjuntos de banderas adaptados a los niveles de los
participantes, de manera que se puedan sistematizar y categorizar estrategias para
dirigir la adquisicion de los niveles de razonamiento sobre las fracciones.
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